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Weryfikacja ,,stabej” hipotezy Goldbacha do 10*

Verifying the ,,weak” Goldbach conjecture up to 10°

Lukasz Swierczewski!

Tres¢. Praca prezentuje aspekt numerycznej weryfikacji ,,stabej” hipotezy Goldbacha dla warto$ci mniejszych niz 10°.
Do obliczen, ktore zajely w sumie ok. 50 000 godzin czasu pojedynczego CPU wykorzystano klaster wydajno§ciowy
ztozony z procesorow AMD Opteron 4284. Podczas sprawdzania pierwszosci zastosowano test Millera-Rabina. Prze-
testowano takze mozliwe zastosowanie testu ECPP. Jak si¢ okazato przy zatozeniu dodatkowych warunkéw poprawno-
$ci testu Millera-Rabina ,,staba” hipoteza Goldbacha w badanym zakresie jest prawidtowa.

Stowa kluczowe: teoria liczb, hipoteza Goldbacha, liczby pierwsze

Abstrackt. This paper presents aspect of the numerical verification a ,,weak” Goldbach’s conjecture for values less than
103!, For calculations, that took about 50 000 hours of a single CPU performance, there was used an performance cluster
consisting of the AMD Opteron 4284 processors. During the primality check, there was used Miller-Rabin test. There
was also tested the possiblity of ECPP test usage. As it turned out, when there were added some additional conditions
of correctness of Miller-Rabin test, the ,,weak” Goldbach’s conjecture occurs correct in researched range.
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1. Wprowadzenie

Hipoteza Goldbacha zaktada, ze kazda liczbg parzy-
sta wigeksza od 2 mozna przedstawi¢ jako sume dwdch
liczb pierwszych. Problem ten pierwotnie sformutowat
Goldbach w liscie do Eulera w 1742 roku. Istnieje takze
tzw. ,,staba” hipoteza Goldbacha mowiaca ze kazda licz-
ba naturalna nieparzysta wigksza od 7 jest suma trzech
nieparzystych liczb pierwszych (niekoniecznie roznych).
W 1937 roku Iwan Vinogradov udowodnit [1], ze kazda
dostatecznie duza liczb¢ nieparzysta mozna przedsta-
wi¢ w postaci sumy trzech liczb pierwszych. Wynik ten
poprawili w 2002 roku Liu Ming-Chit i Wang Tian-Ze
z Uniwersytetu w Hong Kongu [2]. Udowodnili oni, ze
,,dostatecznie duza” liczba oznacza wieksza od €% (w
przyblizeniu 10'346),

2. Algorytm

Wykorzystany algorytm zostal szczegdtowo opisany w
publikacji Yannick’a Saouter’a z 1998 roku [3]. Wyglada
on nastepujaco:

1. Do p, wpisz 100000000209366024193 i przejdz do
kroku 2.

2. Jezeli p, jest liczba pierwsza to inkrementuyj i oraz p,
zwigksz 0 95367431640 - 222 i przejdz do kroku 4. W
przeciwnym wypadku przejdz do kroku 3.

3. Inkrementuj i oraz p, zmniejsz o 10 - 2*i przejdz do
kroku 2.

4. Jezeli p, < 10° wykonuj dalej obliczenia i przejdz do
kroku 2. W przeciwnym wypadku przerwij dziatanie

programu.

W pierwotnym artykule w kroku pierwszym algorytmu
do p, zostata przypisywana warto$¢ 138412033, a w kroku
drugim p. byto zwigkszane o 95360 - 2**. Dane te jednak
zaktualizowano biorac pod uwage najnowsze osiagnig-
cia. Warto$¢ 138412033 zostala zwigkszona ze wzgledu
na rozpoczgcie obliczen tam gdzie zostalty one w publi-
kacji [3] zakonczone. Zastapienie 95360 - 2** warto$cia
95367431640 - 2> wynika z tego, ze na czas pisania ar-
tykutu ,,mocng” hipotez¢ Goldbacha dwukrotnie spraw-
dzono juz do 4 - 107 [4] (jednokrotnie az do 4 - 10'%).
95367431640 - 2** jest najwigksza wielokrotnoscia liczby
10 - 222 mniejsza od 4 - 10",

3. Implementacja algorytmu

Do obliczen wykorzystano algorytm zaimplementowany
z wykorzystaniem zoptymalizowanej pod katem wyko-
rzystanych procesorow biblioteki GMP (GNU Multiple
Precision Arithmetic Library) [5]. Podczas testowania
pierwszosci zastosowano test Millera-Rabina [6] z okre-
$lonymi §wiadkami pierwszosci - wybrano w tym celu 20
najmniejszych liczb pierwszych. Tego typu rozwiazanie
zostato teoretycznie rozpatrzone przez Zhang’a [7] 1w
polaczeniu z testem Millera-Rabina mozna w ten sposob
uzyska¢ bardzo szybki test pierwszosci dla liczb mniej-
szych niz 10%.

Przetestowano takze wydajno$¢ rozwiazania wykorzystu-
jacego dodatkowo test ECPP [9]. W tym algorytmie po-
czatkowo sprawdzano pierwszos$¢ z wykorzystaniem testu
Millera-Rabina, a jezeli okazalo si¢, ze dana liczba jest
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wedtug niego pierwsza wykonywano dodatkowo catkowi-
cie deterministyczny test ECPP. Program wykorzystujacy
takze ECPP okazat si¢ znaczaco wolniejszy i z jego wyko-
rzystaniem zweryfikowano hipotez¢ tylko do 10*. Na Li-
stingu 1 przedstawiono glowna cze$¢ kodu realizujacego
weryfikacjg ,,stabej” hipotezy Goldbacha. Kod ten zostat
napisany w jezyku C i standardzie OpenMP umozliwiaja-
cym wykonywanie obliczen na komputerach rownolegltych
z pamigcia wspolna. Za pomoca makr MILLER RABIN
oraz ECPP w przypadku tego listingu zdefiniowane jest
uzycie roéznych algorytmoéw testowania pierwszosci. Ze
wzgledu na ograniczone miejsce w tej pracy nie zapre-
zentuje kodu odpowiedzialnego za przetwarzanie danych
na klastrach komputerowych. Jest on analogiczny do tego
dzialajacego z wykorzystaniem OpenMP lecz zostaly w
nim uzyte funkcje interfejsu MPI.

#pragma omp parallel shared(S, add 1, add_2, num-
ber of threads) private(thread id, number, upper range,
counter)

{

thread id = omp_get thread num();

mpz_set(number, table down[thread id]);
mpz_set(upper_range, table upper[thread id]);

while( mpz_cmp(number, upper_range) ==-1)

{

# ifdef MILLER RABIN
if(miller_rabin(number, S) == 1)
# endif
# ifdef ECPP
if(gmp_ecpp(mpz_class(number)) == 1)
# endif
{
mpz_add_ui(number, number, add _1);
H
else
{
mpz_sub_ui(number, number, add_2);
H
}
}

Listing 1. Implementacja czg¢$ci glownej kodu realizujacego
weryfikacje ,,stabej” hipotezy Goldbacha
Listing 1. The implementation of the main part of the code
performing a ,,weak” Goldbach’s Conjecture verification.

Na Listing 2 zostata zaprezentowana funkcja gtéwna re-
alizujaca test Millera-Rabina. Jako argumenty przyjmuje
ona liczbg, ktora jest testowana oraz tablicg liczb pierw-
szych. Funkcja ta wywotuje funkcj¢ pomocnicza miller
rabin_pass(m, k), ktora wykonuje test liczby m wzgledem
swiadka pierwszosci k.
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int miller_rabin(mpz_t n, char *S)

{

mpz_t pom,;
mpz_init(pom);
mpz_set_ui(pom, 2);

if(miller_rabin_pass(pom, n) == 0)
{

mpz_clear(pom);

return 0;

}

for(unsigned short inti=3;1<72;1+=2)
{

if(S[i] == 1)

{

mpz_set_ui(pom, i);

if (miller_rabin_pass(pom, n) == 0)
{
mpz_clear(pom);
return 0;
§
}
}

mpz_clear(pom);

return 1;

Listing 2. Implementacja funkcji gtéwnej realizujace;j test
pierwszo$ci Millera-Rabina
Listing 2. The implementation of the main function performing

Miller-Rabin primality test.

4. Obliczenia

Obliczenia wykonano na klastrze wydajnosciowym zto-
zonym z procesorow AMD Opteron 4284 i zajety one w
sumie 50000 godzin czasu pracy pojedynczego CPU. W
oprogramowaniu wykorzystano $rodowisko MPI [12].
Ostatnia liczba pierwsza jaka wygenerowal program uzy-
wajacy testu Millera-Rabina byla 100000000000003998
61783893901313. W Tabeli 1 przedstawiono 30 ostatnich
liczb pierwszych jakie wygenerowato oprogramowanie
wykorzystujace test Millera-Rabina. Analogiczna tabela
dla rozwiazania catkowicie deterministycznego opartego
takze na tescie ECPP jest Tabela 2.
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Tab. 1. Ostatnich 30 liczb jakie wygenerowat algorytm wykorzystujacy test Millera-Rabina.
Tab. 1. The last 30 numbers generated by the algorithm which uses Miller-Rabin test.

9999999999988799861817398525953

9999999999994799861797645975553

9999999999989199861816766758913

9999999999995199861796972265473

9999999999989599861816554422273

9999999999995599861794872492033

9999999999989999861812902756353

9999999999995999861793192148993

9999999999990399861811474071553

9999999999996399861792476495873

9999999999990799861811261734913

9999999999996799861792348045313

9999999999991199861809497505793

9999999999997199861789912727553

9999999999991599861809327112193

9999999999997599861789700390913

9999999999991999861807311224833

9999999999997999861789697769473

9999999999992399861805463109633

9999999999998399861788185198593

9999999999992799861805460488193

9999999999998799861786546798593

9999999999993199861804073746433

9999999999999199861786544177153

9999999999993599861803525865473

9999999999999599861784989663233

9999999999993999861801761636353

9999999999999999861783896522753

9999999999994399861800920154113

10000000000000399861783893901313

Tab. 2. Ostatnich 30 liczb jakie wygenerowal algorytm wykorzystujacy test Millera-Rabina oraz ECPP.
Tab. 2. The last 30 numbers generated by the algorithm which uses Miller-Rabin and ECPP tests.

999988699999803877097473

999994699999792429268993

999989099999802658127873

999995099999792007217153

999989499999802110246913

999995499999791669051393

999989899999802107625473

999995899999789149847553

999990299999801853345793

999996299999789105283073

999990699999801599066113

999996699999788767117313

999991099999801009242113

999997099999787380375553

999991499999800754962433

999997499999786706665473

999991899999800249024513

999997899999785697411073

999992299999800246403073

999998299999785065644033

999992699999799950180353

999998699999784685535233

999993099999795669368833

999999099999783969882113

999993499999794408456193

999999499999783422001153

999993899999793399201793

999999899999781406113793

999994299999792515776513

1000000299999781403492353

5. Whioski

Osiagnigcie granicy 103 jest catkowicie nierealne przy
zastosowaniu wspolczesnych algorytmow i technik prze-
twarzania danych. Udowodniono, ze przy zatozeniu po-
prawnosci uogolnionej hipotezy Riemmana granica ta
moze zosta¢ obnizona do 3.2 - 10% [8] co jednak takze nie
bedzie w naszym zasiggu w ciagu najblizszych lat. Postep
w badaniach dotyczacych hipotezy Goldbacha jest jednak
ogromny. W sierpniu 2012 roku Agostino Prastaro opubli-
kowat dowdd ,,mocnej” hipotezy Goldbacha [10], a w maju

2013 roku H. A. Helfgott w swoim artykule [11] zamiescit
dowdd ,,stabej” hipotezy Goldbacha dla wartosci wigk-
szych niz 10%®. Obydwa dowody jednak na czas pisania
niniejszej publikacji nie przeszly pozytywnie weryfikacji.
Niniejsza praca jest jest drobnym krokiem ku potwierdze-
niu poprawnosci hipotezy Goldbacha. Zaimplementowane
na potrzeby artykutlu kody programéw moga w przyszto-
$ci umozliwi¢ weryfikacje hipotezy w jeszcze wigkszym
zakresie.
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