
Paweª Keller Prosta, efektywna kwadratura adaptayjna w j�zyku CProsta, efektywna kwadraturaadaptayjna w j�zyku CA simple and e�etive adaptivequadrature in CPaweª KellerWroªawska Wy»sza SzkoªaInformatyki Stosowanejul.Wejherowska 28, 54-239 WroªawTre±¢. Prezentujemy dwa proste, a jednoze±niebardzo skutezne algorytmy adaptayjne przybli»a-nia warto±i aªki oznazonej funkji rzezywistej.Proponowane algorytmy dziaªaj¡ w opariu o zasad�dziel i zwyi�»aj, i wykorzystuj¡ znane kwadraturywysokiego rz�du.Sªowa kluzowe: kwadratura, kwadratura ad-aptayjna, aªkowanie numeryzne, aªka oznazona.Abstrat. We present two simple and very e�e-tive adaptive algorithms for approximating a de�niteintegral of a real funtion. The proposed methodsare based on the divide and onquer rule and usewell known high order quadrature rules.Keywords: quadrature, adaptive quadrature,numerial integration, de�nite integral.1 WprowadzenieKoniezno±¢ oblizenia lizbowej warto±i aªkioznazonej danej funkji i¡gªej pojawia si� w nie-zlizonej ilo±i zagadnie« naukowyh i tehniznyh.W sytuaji, kiedy aªka nieoznazona pewnej funk-ji nie daje si� wyrazi¢ za pomo¡ funkji elemen-tarnyh, zwykle jedynym sposobem na wyznazenieaªki oznazonej jest przybli»enie jej warto±i jedn¡z metod aªkowania numeryznego. Metody takienazywamy kwadraturami. W niniejszej pray zajmo-wa¢ si� b�dziemy problemem wyznazenia warto±iaªki
∫ b

a

f(x) dx , (1.1)przy zaªo»eniu, »e potra�my oblizy¢ warto±¢ funkjipodaªkowej f w dowolnym punkie przedziaªu [a, b].Zakªadamy przy tym, »e funkja podaªkowa nie jestz góry znana. Oznaza to, »e nie mo»emy dopaso-wa¢ metody aªkowania do konkretnej funkji wy-st�puj¡ej w (1.1). Najlepszym rozwi¡zaniem w ta-

kiej sytuaji wydaj¡ si� by¢ kwadratury adaptayjne,które z zaªo»enia powinny poprawnie obliza¢ war-to±¢ aªki oznazonej dla mo»liwie najszerszej klasyfunkji. Ide� dziaªania i konstrukji kwadratur adap-tayjnyh opisujemy dokªadniej w rozdziaªah 2 i 3.Kiedy korzystamy z zaawansowanego systemuoblize« matematyznyh, jak Matlab, Maple zyMatematia, mo»emy skorzysta¢ z wbudowanyhproedur aªkuj¡yh. Je±li jednak zahodzi po-trzeba oblizenia aªki typu (1.1) w programie pi-sanym w jednym z j�zyków ni»szego poziomu (w C,Javie lub podobnym) musimy albo samodzielnie za-programowa¢ odpowiedni algorytm albo znale¹¢ go-tow¡ proedur� napisan¡ w danym j�zyku programo-wania, wierz¡ w jej niezawodno±¢.Klasyk¡ w±ród publikaji naukowyh dotyz¡-yh kwadratur adaptayjnyh jest praa Gandera iGauthiego [4℄ z 2000 roku. Do iekawszyh pozyjinale»y równie» wze±niejsza propozyja [3℄, a tak»eaªkiem nowa praa Shampine [6℄ z 2007 roku, napodstawie której powstaªa nowa wektorowa kwadra-tura adaptayjna dost�pna od trzeh lat w systemieoblize« matematyznyh MatLab.Przegl¡daj¡ natomiast sie¢ WWW w poszuki-waniu stron zawieraj¡yh hasªo �kwadratura adap-tayjna w C � lub jego angielski odpowiednik, udaªosi� autorom ªatwo odnale¹¢ ztery odno±niki ([8℄, [9℄,[10℄ i [11℄) do witryn oferuj¡yh biblioteki lub proe-dury pozwalaj¡e obliza¢ w j�zyku C aªki postai(1.1). Biblioteka [11℄ (�NAG Library�) jest pªatnai nie b�dziemy z niej korzysta¢ podzas testów. Pro-edura oferowana na stronie [8℄ potrzebowaªa na-tomiast a» 11 sekund aby przybli»y¢ warto±¢ aªkifunkji ex na przedziale [-1,1℄ z bª�dem bezwzgl�d-nym nieprzekrazaj¡ym 10−10, i dlatego równie» nieb�dzie uwzgl�dniana podzas testów (proponowanaw tej pray kwadratura obliza t� aªk�, na tym sa-mym komputerze, w zasie krótszym ni» 10 mikro-sekund, z bª�dem mniejszym ni» 10−15). Metodyoferowane na stronah [9℄ i [10℄ dziaªaj¡ poprawnie,jednak nie pozwalaj¡ zada¢ dokªadno±i oblizanegoprzybli»enia, ani nie podaj¡ oszaowania bª�du obli-zonej warto±i aªki, o jest sporym mankamentemw wypadku kwadratur adaptayjnyh. B�d¡ jednakwykorzystane w testah, aby mo»na byªo lepiej oe-ni¢ skutezno±¢ i efektywno±¢ proponowanyh przeznas algorytmów.W pray prezentujemy dwa zbli»one do siebieadaptayjne algorytmy przybli»ania warto±i aªki(1.1). Naszym elem byªo zaproponowanie kwadra-tury prostej w swej konstrukji (aby mo»na j¡ byªobardzo ªatwo zaimplementowa¢ w dowolnym j�zykuprogramowania), a jednoze±nie szybkiej i dokªad-nej. Testy numeryzne przedstawione w rozdziale 4
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Paweª Keller Prosta, efektywna kwadratura adaptayjna w j�zyku Cpokazuj¡, »e el zostaª osi¡gni�ty. Wze±niej, w roz-dziaªah 2 i 3 opiszemy dokªadnie zasad� dziaªaniaproponowanyh kwadratur adaptayjnyh.W rozdziale 5 podajemy, zapisane w j�zyku C(standard ISO/IEC 9899), kody ¹ródªowe proedurb�d¡yh implementaj¡ algorytmu opisanego w ni-niejszej pray.2 Wybór kwadratury podstawoweji oszaowanie bª�du przybli»eniaIdea dziaªania kwadratury adaptayjnej jest bar-dzo prosta. Warto±¢ aªki (1.1) nie jest oblizanaod razu na aªym przedziale [a, b], ale przedziaª tendzielony jest na szereg podprzedziaªów i ostateznywynik jest oblizany jako suma warto±i aªek naka»dym z nih. Co istotne, podprzedziaªy te nie s¡jednakowej dªugo±i. W miejsah, w któryh funk-ja podaªkowa zahowuje si� regularnie s¡ one dªu»-sze, a w obszarah silnej zmienno±i funkji znazniekrótsze. Poniewa», jak zaznazono we wst�pie, funk-ja f w (1.1) nie jest z góry znana, podziaª odinka
[a, b] musi by¢ tworzony dynamiznie w trakie obli-zania warto±i aªki.W tej pray rozwa»a¢ b�dziemy jedynie shematdoboru dªugo±i podprzedziaªów oparty na zasadziepoªowienia. Ogólnie, sposób dziaªania kwadraturyadaptayjnej mo»na opisa¢ nast�puj¡o:Algorytm 1 Shemat adaptayjnego algorytmuprzybli»ania warto±i aªki ∫ b

a
f(x)dx z bª�dem bez-wzgl�dnym nie przekrazaj¡ym δ.Krok 1. Wyznaz pewnym sposobem przybli»enie

I aªki funkji f na przedziale [a, b] orazoszaowanie ε bª�du bezwzgl�dnego tegoprzybli»enia.Krok 2. Je±li ε < δ, zaakeptuj I jako dobre przy-bli»enie aªki i zako«z.Krok 3. Wyznaz ±rodek przedziaªu: m = (a +
b)/2.Krok 4. Obliz rekurenyjnie przybli»enie I1 aªki
∫ m

a
f(x)dx z bª�dem bezwzgl�dnym nieprzekrazaj¡ym c δ, dla pewnej ustalo-nej staªej 1

2 ≤ c ≤ 1.Krok 5. Obliz rekurenyjnie przybli»enie I2 aªki
∫ b

m
f(x)dx z bª�dem bezwzgl�dnym nie-przekraz¡j¡ym c δ.Krok 6. Przyjmij I = I1 + I2 i zako«z.�atwo zauwa»y¢, »e sumuj¡ oszaowania bª�-dów bezwzgl�dnyh oblizonyh przybli»e« aªek nawyznazonyh w algorytmie podprzedziaªah otrzy-mamy oszaowanie bª�du aªki na aªym przedziale

[a, b].

Pozostaj¡ jednak wi¡» dwie niewyja±nione kwe-stie. Jak w kroku 1 wyznazy¢ przybli»enie I orazjak wyznazy¢ jego wiarygodne oszaowanie ε. Za-nim to opiszemy zajmiemy si� jeszze problemem »¡-danej toleranji bª�du w krokah 4 i 5.Jest rzez¡ intuiyjn¡, »e skoro przedziaª aªko-wania jest dzielony na dwie równe z�±i, to hemyaby bª�dy przybli»e« aªki na ka»dej poªowie prze-dziaªu nie przekrazaªy 1
2δ. Wtedy bª¡d na aªymprzedziale b�dzie na pewno nie wi�kszy ni» δ. W[7, rozdz. 5.2℄ uzasadniono jednak, »e takie podej±iejest nazbyt ostro»ne i niepotrzebnie wydªu»a obli-zenia. Zwykle w krokah 4 i 5 Algorytmu 1 mo»naprzyj¡¢ c = 1, jednak dla �trudnyh� funkji zbytz�sto zdarza si� wtedy, »e otrzymany bª¡d przybli-»enia aªki na aªym przedziale jest nazbyt du»y. Napodstawie wielu przeprowadzonyh do±wiadze«, wzaproponowanyh w tej pray metodah adaptayj-nyh przyjmujemy c = 0.8125.Powró¢my teraz do zagadnienia wyznazeniaprzybli»enia aªki w kroku 1 Algorytmu 1. U»yt¡w tym elu kwadratur� nazywa¢ b�dziemy kwadra-tur¡ podstawow¡. W naszej pray rozwa»a¢ b�dziemyjedynie kwadratury liniowe postai

Q(f, a, b) =

n
∑

k=0

wkf(xk) ≈
∫ b

a

f(x) dx , (2.1)gdzie ustalone warto±i a ≤ x0 < x1 < · · · <
xn ≤ b nazywamy w�zªami kwadratury, a wielko±i
w0, w1, . . . , wn wagami lub wspóªzynnikami kwadra-tury. Spo±ród kwadratur postai (2.1) nie da si� wy-bra¢ jednej, która gwarantowaªaby najmniejszy bª¡dprzybli»enia dla wszystkih aªkowalnyh funkji f .Dlatego z�sto stosuje si� inn¡ miar� jako±i danejkwadratury.De�nija 1 Mówimy, »e kwadratura (2.1) jest rz�du
r, je±li jest ona dokªadna dla ka»dego wielomianustopnia ni»szego ni» r, ale ju» nie dla ka»dego wielo-mianu stopnia r.Poniewa» ka»d¡ funkj� i¡gª¡ mo»na dowolniedobrze przybli»y¢ na odinku domkni�tym za po-mo¡ wielomianu, mo»na przypuszza¢, »e im wy»-szy rz¡d kwadratury, tym powinna ona ±rednio lepiejprzybli»a¢ warto±¢ aªki. W naszej metodzie wyko-rzystamy kwadratury mo»liwie najwy»szyh rz�dów.Omówimy teraz kwesti� oszaowania ε bª�duprzybli»enia aªki w kroku 1 Algorytmu 1, zyli osza-owania wielko±i

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) dx− Q(f, a, b)

∣

∣

∣

∣

.Najz�stszym rozwi¡zaniem tego zagadnienia jest za-stosowanie pary kwadratur
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Paweª Keller Prosta, efektywna kwadratura adaptayjna w j�zyku C
Q1(f, a, b) =

n
∑

k=0

wkf(xk),

Q2(f, a, b) =
s
∑

k=0

vkf(yk),

(2.2)gdzie kwadratura Q2 powinna by¢ teoretyznieznaznie dokªadniejsza ni» kwadratura Q1. Za przy-bli»enie warto±i aªki przyjmuje si� warto±¢ kwa-dratury Q2, natomiast bª¡d bezwzgl�dny przybli»e-nia szauje si� w opariu o wielko±¢ moduªu ró»niywarto±i obu kwadratur. Cz�sto po prostu przyjmujesi�
ε = |Q1(f, a, b)−Q2(f, a, b)| , (2.3)ho¢ nie jest to reguª¡.W praktye wa»ne jest te», aby {x0, x1, . . . , xn} ⊂

{y0, y1, . . . , ys}. Wtedy »adna z oblizonyh warto±i
f(xk) (k = 0, 1, . . . , n) si� nie marnuje.Najbardziej popularnymi w profesjonalnyh al-gorytmah adaptayjnyh oblizania aªek paramikwadratur postai (2.2) s¡ tak zwane pary Gaussa-Kronroda. Kwadratura Q1 jest kwadratur¡ Gaussa-Legendre'a, zyli kwadratur¡ maj¡¡ mo»liwie naj-wy»szy rz¡d przy ustalonej lizbie w�zªów. Kwadra-tura Q2 jest tak zwanym rozszerzeniem Kronroda,zyli kwadratur¡ o najwy»szym rz�dzie spo±ród kwa-dratur opartyh na 2n + 3 w�zªah zawieraj¡yhwszystkie w�zªy kwadratury Q1 (wi�ej informaji natemat kwadratur Gaussa-Kronroda mo»na znale¹¢ w[2, rozdz. 2.7.1.1℄.W proponowanej w naszej pray metodzie zasto-sujemy inne podej±ie. Skorzystamy mianowiie zpojedynzej kwadratury podstawowej. Dzi�ki temumamy mo»liwo±¢ zastosowania w shemaie adap-tayjnym praktyznie dowolnej kwadratury postai(2.1). Do oszaowania bª�du i przybli»enia warto-±i aªki wykorzystamy natomiast kwadratury utwo-rzone nast�puj¡o:

Q1(f, a, b) = Q(f, a, b),

Q2(f, a, b) = Q(f, a,m) +Q(f,m, b),
(2.4)gdzie m = (a + b)/2, a Q jest wybran¡ kwadraturapodstawow¡. Je±li kwadratura Q w (2.1) ma wysokirz¡d, to (porównaj [7, rozdz. 5.1℄) jej bª¡d jest pro-porjonalny do (b− a)p, gdzie p ≫ 1 (przy pewnyhzaªo»eniah dotyz¡yh funkji f ). Zde�niowana w(2.4) kwadratura Q2 powinna by¢ zatem znaznie do-kªadniejsza ni» kwadratura Q1. Oszaowanie bª�dub�dziemy obliza¢ zgodnie z (2.3).Zauwa»my, »e przy takim podej±iu w ka»dym re-kurenyjnym kroku Algorytmu 1 oszz�dzamy zaspotrzebny na wyznazenie warto±i kwadratury Q1,poniewa» odpowiednie warto±i byªy ju» wyznazonewze±niej dla ka»dej z obu poªówek przedziaªu.

W naszej pray proponujemy dwie metody adap-tayjne oblizania aªki (1.1). Pierwsza z nih korzy-sta z kwadratury podstawowej Gaussa-Legendre'a.Przypomnijmy, »e jest to kwadratura postai (2.1)maj¡a mo»liwie najwy»szy rz¡d (równy 2n + 2)przy zadanej lizbie w�zªów. Dodatkowe informa-je na temat kwadratur Gaussa-Legendre'a mo»naznale¹¢ np. w [1, rozdz. 5.3.2℄, [2, rozdz. 2.7℄ lub [5,rozdz. 7.3℄. W drugiej, bli¹niazej metodzie kwadra-tur¡ podstawow¡ jest kwadratura Lobatto. Jest tokwadratura postai (2.1) maj¡a mo»liwie najwy»szyrz¡d przy ustalonej lizbie w�zªów i dodatkowyh wa-runkah x0 = a i xn = b (wi�ej informaji na tematkwadratur Lobatto mo»na znale¹¢ w [1, rozdz. 5.3.3℄lub [2, rozdz. 2.7.1℄)Kwadratury postai (2.1) dla któryh x0 > a i
xn < b nazywane s¡ z�sto kwadraturami otwartymi.Je±li »aden z dwóh powy»szyh warunków nie jestspeªniony, mówimy o kwadraturze zamkni�tej. Ogól-nie uwa»a si�, »e kwadratury otwarte maj¡ lepszewªasno±i aproksymayjne, jednak nie powinny by¢one u»ywane w algorytmah adaptayjnyh do przy-bli»ania aªek funkji niei¡gªyh lub maj¡yh nie-i¡gª¡ pierwsz¡ pohodn¡. Rozwa»my na przykªadfunkj� f(x) = |x− d|, gdzie d jest takie, »e d < x0,
d < y0 oraz d > a. W takiej sytuaji obie kwadra-tury Q1 i Q2 w (2.2) b�d¡ miaªy identyzn¡ warto±¢,równ¡ aªe funkji g(x) = x−d (zakªadamy, »e kwa-dratury te s¡ wysokiego rz�du, wi� s¡ dokªadne dlafunkji liniowej). Zatem oblizone oszaowanie bª�duwyniesie 0 i algorytm adaptayjny si� zako«zy. Wrzezywisto±i natomiast bª¡d b�dzie równy (d−a)2.Mankamentu tego nie maj¡ kwadratury za-mkni�te. Tyh jednak nie mo»na zastosowa¢ do przy-bli»ania aªek funkji maj¡yh osobliwo±i na ko«-ah przedziaªu lub w dowolnym punkie podziaªu.Problem pojawia si� równie» wtedy, gdy w takimpunkie warto±¢ funkji podaªkowej jest symbolemnieoznazonym typu 0/0 (jak na przykªad dla funkji
x−1 sinx w punkie 0). Z tego te» powodu w naszejpray przedstawiamy dwie propozyje kwadratur ad-aptayjnyh.Na zako«zenie tego rozdziaªu pozostaªo jesz-ze do ustalenia, ile w�zªów maj¡ mie¢ zastosowanew proponowanyh algorytmah kwadratury podsta-wowe. Je±li lizba w�zªów b�dzie zbyt maªa, kwadra-tura podstawowa nie b�dzie dobrze przybli»a¢ aªkii aªy algorytm mo»e dziaªa¢ za wolno. Podobnie, wwypadku za du»ej lizby w�zªów, ª¡zna lizba wywo-ªa« funkji podaªkowej mo»e by¢ zbyt du»a, o te»obni»y efektywno±¢ algorytmu. Innymi sªowy, kwa-dratura podstawowa nie powinna by¢ za dokªadna,bo wtedy z�±¢ oblize« b�dzie zmarnowana (nie-mal taki sam rezultat mo»na byªo osi¡gn¡¢ w danej
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Paweª Keller Prosta, efektywna kwadratura adaptayjna w j�zyku Carytmetye u»ywaj¡ mniejszej lizby w�zªów). Roz-s¡dna lizba w�zªów, w zale»no±i od funkji podaª-kowej, to od 8 do 40. Jako, »e nie wiemy jakih funk-ji aªki ma nasz algorytm obliza¢, w obu zapro-ponowanyh przez nas kwadraturah adaptayjnyhkorzystamy z rozwi¡zania po±redniego, 18. punkto-wyh kwadratur podstawowyh.Jak ªatwo sprawdzi¢, je±li
Q(f, 0, 1) =

n
∑

k=0

wkf(xk) ,to analogizna kwadratura dla dowolnego przedziaªu
[a, b] wyra»a si� wzorem
Q(f, a, b) = (b− a)

n
∑

k=0

wkf((b− a)xk + a) . (2.5)W programie realizuj¡ym algorytm adaptayjny ob-lizania aªki (1.1) nale»y zatem pami�ta¢ zestaw w�-zªów i wspóªzynników kwadratury podstawowej dlajednego wybranego przedziaªu. Ze wzgl�du na prost¡posta¢ wzoru (2.5) jest to zwykle przedziaª [0, 1].3 Oszaowania bª�dów zaokr¡gle«,wze±niejsze zako«zenie obli-ze«Shemat adaptayjny opisany w poprzednim roz-dziale nie nadaje si� jeszze do zastosowa« prak-tyznyh. Wystarzy, »e u»ytkownik zada toleran-j� δ = 0 i algorytm mo»e nigdy si� nie zako«zy¢.Wprowadzenie dolnego ogranizenia na warto±¢ to-leranji bª�du bezwzgl�dnego niewiele pomo»e, po-niewa» zale»y to w istotny sposób od postai funkjipodaªkowej f . Je±li na przykªad f(x) = 1010ex, tonajmniejszy bª¡d bezwzgl�dny jakiego mo»emy si�spodziewa¢ stosuj¡ arytmetyk� podwójnej preyzjiwynosi ok. 10−6. Wynika z tego, »e dolne ogra-nizenie na warto±¢ parametru toleranji bª�du po-winno by¢ w razie potrzeby mody�kowane podzasoblize«.W zwi¡zku z powy»szym, w proponowanyh al-gorytmah, w trakie wyznazania warto±i kwadra-tury podstawowej (2.1) oblizamy dodatkowo wiel-ko±¢
S =

1

n+ 1

n
∑

k=0

|f(xk)|i mody�kujemy warto±¢ toleranji nast�puj¡o:
δ := max{δ, ǫmachS } ,gdzie ǫmach to tak zwany epsilon maszynowy, zylinajmniejsza warto±¢, dla której lizby z1 = 1 i

z2 = 1 + ǫmach s¡ ró»ne w danej arytmetye zmien-noprzeinkowej. Dodatkowo, wyznazamy oszao-wanie bezwzgl�dnyh bª�dów zaokr¡gle« oblizaniakwadratury podstawowej:
σ := (b− a)S .Oszaowania bª�dów zaokr¡gle« s¡ sumowane i nazako«zenie algorytmu dodawane do ko«owegooszaowania bª�du bezwzgl�dnego oblizonego przy-bli»enia aªki.Eksperymenty pokazaªy, »e w wypadku kwadra-tury podstawowej Gaussa-Legendre'a oraz stromonahylonyh i trudnyh do aªkowania funkji ob-lizone oszaowanie bª�du mo»e by¢ zasami zbytmaªe. Dlatego, ostateznie, ko«owe oszaowaniebª�du bezwzgl�dnego wyznazamy nast�puj¡o:

ε̄ = ε( 1 + CL) + D
ǫmach|q2 − q1|

2(b− a)
+ σ̄ ,gdzie ε jest oblizane jak w (2.3), L jest lizb¡ reku-renyjnyh, zagnie»d»onyh podziaªów wyj±iowegoprzedziaªu, q1 = Q(f, a,m), q2 = Q(f,m, b) (po-równaj (2.4)), σ̄ jest sum¡ oszaowa« bª�dów za-okr¡gle« powstaªyh podzas oblizania warto±i q1i q2, a C i D s¡ pewnymi staªymi. W wypadkukwadratur podstawowyh Gaussa-Legendre'a i aryt-metyki podwójnej preyzji przyjmujemy C = 3

2·40i D = 1 (dla arytmetyki pojedynzej preyzji przyj-miemy C = 3
2·20). Staªe te wyznazone zostaªy napodstawie wielu do±wiadze«. W wypadku kwa-dratur podstawowyh Lobatto kªadziemy C = 0 i

D = 0. Deyzj� o kontynuowaniu algorytmu adapta-yjnego (krok 2 Algorytmu 1) podejmujemy jednaktylko na podstawie warto±i ε z (2.3).Aby unikn¡¢ zbyt dªugih oblize« w wypadkuekstremalnie skomplikowanyh funkji, w praktyz-nej realizaji Algorytmu 1, w kroku 2 przerywamyoblizenia tak»e je±li: lizba rekurenyjnyh podzia-ªów poz¡tkowego przedziaªu jest wi�ksza lub równa
40 (20 dla pojedynzej preyzji), dªugo±¢ powstaªegopo podziale podprzedziaªu jest mniejsza ni» 250ǫmach(250 ≈ 15n), lizba wywoªa« funkji podaªkowejprzekrozy 2·107.W rozdziale 5 prezentujemy proedury napisanew j�zyku C, b�d¡e implementaj¡ opisanej wy»ejmetody adaptayjnego przybli»ania aªki (1.1), zwykorzystaniem kwadratury Gaussa-Legendre'a jakokwadratury podstawowej. W przedstawionyh pro-edurah umo»liwiamy dodatkowo zadanie minimal-nej lizby rekurenyjnyh podziaªów przedziaªu po-z¡tkowego. Zwi�kszenie tego parametru mo»e by¢przydatne w wypadku funkji, które zmieniaj¡ si�mono na bardzo w¡skim odinku przedziaªu poz¡t-kowego (przykªadem takim mo»e by¢ funkja f(x) =
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Paweª Keller Prosta, efektywna kwadratura adaptayjna w j�zyku C
e−(10000x)2 , która poza odinkiem [−0.0006, 0.0006]przyjmuje warto±i praktyznie równe 0).4 Testy numeryzneW tym rozdziale przedstawimy wyniki ekspery-mentów numeryznyh otrzymane podzas obliza-nia aªek

∫ 1

−1
fi(x) dxdla zestawu nast�puj¡yh funkji testowyh:

f1(x) = x sin(3x),

f2(x) = (x− 1
2)

2 sin(13x) + 20e−(10x)2 ,

f3(x) = (1.000001 + x)−1,

f4(x) =
√

2 + cos(100x),

f5(x) = (1 + x) sin( 1
1+x

),

f6(x) = 1000 (1 + x) sin( 1
1+x

),

f7(x) = e
√

|5x|3,

f8(x) = log(1 + x)
√

2+x
1−x

,

f9(x) = log(cos(30x)2),

f10(x) = | cos(20.001πx)|.Wszystkie aªki oblizano na tym samym przedziale,aby zmniejszy¢ ilo±¢ informaji zawartyh w tabelahz wynikami. Oblizenia wykonano na komputerzez proesorem Intel Core2 prauj¡ym z z�stotliwo-±i¡ 3.16GHz. Testy przeprowadzono w arytmetyepodwójnej preyzji.Zaproponowane w tej pray kwadratury adapta-yjne b�dziemy w skróie nazywa¢ G18, je±li kwa-dratur¡ podstawow¡ kwadratura Gaussa-Legendre'a,oraz L18, gdy kwadratur¡ podstawow¡ jest kwadra-tura Lobatto. Kwadratur� z pray [3℄, dost�pn¡ nastronie internetowej [10℄, nazwiemy RMS, a kwadra-tur� z biblioteki [9℄ � ALGLIB.Przypomnijmy, »e w wypadku algorytmów G18i L18 mo»na zada¢ dopuszzaln¡ toleranj� δ bª�dubezwzgl�dnego oblizonego przybli»enia. Algorytmyte podaj¡ równie» oszaowanie tego bª�du. Je±li ε̄jest oblizonym oszaowaniem bª�du bezwzgl�dnego,a γ jego rzezywist¡ warto±i¡, to idealna sytuajama miejse, gdy γ ≤ ε̄ ≤ δ. Poniewa» jednak nie za-wsze w danej arytmetye »¡dan¡ dokªadno±¢ da si�uzyska¢, uznamy, »e algorytm dziaªa poprawnie, je±li
γ ≤ ε̄. Algorytmy RMS i ALGLIB liz¡ aªk� naj-dokªadniej jak potra�¡ i nie oferuj¡ oszaowa« bª�duoblizonego przybli»enia.

W Tabeli 1 porównujemy dokªadno±¢ (bª¡d bez-wzgl�dny) i zas dziaªania algorytmów G18, L18,RMS i ALGLIB dla testowego zestawu funkji pod-aªkowyh f1, f2, . . . , f9. Dla algorytmów G18 i L18podajemy dodatkowo oblizone przez nie oszaowa-nie bª�du. W Tabeli 2 porównujemy kwadratur� ad-aptayjn¡ G18 z kwadratur¡ quadgk systemu obli-ze« matematyznyh MatLab. Podane w tej tabelizasy nale»y traktowa¢ orientayjnie, gdy» trudnoobiektywnie porówna¢ zas dziaªania fragmentu pro-gramu w j�zyku C z zasem dziaªania proedurywbudowanej w pewien system oblize« matematyz-nyh.Nasze algorytmy adaptayjne w ªatwy sposóbmog¡ podawa¢, w ilu ª¡znie punktah przedziaªunale»aªo oblizy¢ warto±¢ funkji podaªkowej (po-równaj kody ¹ródªowe proedur w rozdziale 5). Dlaprzykªadu, dla zadanej warto±i toleranji δ = 10−14,warto±¢ funkji f1 wystarzyªo oblizy¢ 54 razy, na-tomiast warto±¢ funkji f5 ju» 1710342 razy.Przetestujemy jeszze mo»liwo±¢ zastosowanianaszyh algorytmów do oblizania aªek na pªasz-zy¹nie. Zauwa»my, »e
∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

g(y) dy ,gdzie
g(y) =

∫ d

c

f(x, y) dx .Zastosowali±my powy»szy shemat i prezentowane wpray kwadratury adaptayjne, prosz¡ o przybli»e-nia aªki
∫ 10

−10

∫ 10

−10

cos(x2 + y2 + 1)

x2 + y2 + 1
dx dyz bª�dem nieprzekrazaj¡ym 10−12. Oba prezento-wane algorytmy adaptayjne spisaªy si� dobrze, po-daj¡ w zasie 67 milisekund wynik z bª�dem mniej-szym ni» 3·10−15.4.1 Podsumowanie i wnioskiJak wynika z zamieszzonyh wyników ekspery-mentów, obie zaproponowane metody, ho¢ bardzoproste, z powodzeniem konkuruj¡ ze znaznie bar-dziej zaawansowanymi algorytmami. Na podstawieprzeprowadzonyh testów nie mo»na stwierdzi¢, abyktórakolwiek z porównywanyh metod byªa najlep-sza. Je±li przy oblizaniu warto±i funkji podaª-kowej nie wyst�puje dzielenie przez 0, najlepiej spi-suje si� algorytm L18. Metoda RMS równie» dziaªabardzo dobrze, lez momentami kapry±nie. Dziejesi� tak za spraw¡ wbudowanego w ni¡ mehanizmuekstrapolaji, który z�sto daje bardzo dobre re-zultaty (funkja f8), ale zasami aªkiem zawodzi
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Paweª Keller Prosta, efektywna kwadratura adaptayjna w j�zyku C(funkja f9). Algorytm G18 spisywaª si� popraw-nie dla wszystkih przykªadowyh aªek i dziaªa bar-dzo podobnie jak oparty na parze kwadratur Gaussa-Kronroda algorytm quadgk z systemu MatLab. Cho¢zdaniem autorów ten ostatni zbyt z�sto podaje tro-h� niepoprawne oszaowanie bª�du.
Jak przewidziano w rozdziale 2, wszystkie me-tody adaptayjne wykorzystuj¡e otwart¡ kwadra-tur� podstawow¡ mniej lub bardziej zawiodªy w wy-padku funkji f10, która ma niei¡gª¡ pierwsz¡ po-hodn¡. W tym wypadku jedynie algorytm L18 po-daª poprawne wyniki.5 Kwadratura adaptayjna � kod ¹ródªowyProedura 1 18. punktowa kwadratura podstawowa Gaussa-Legendre'a. Argumenty: f � funkja podaªkowa; a, b � ko«eprzedziaªu; eps � epsilon maszynowy; *tol, *fe � (uaktualniane) toleranja bª�du kwadratury adaptayjnej i oszaowanie bª�dówzaokr¡gle«; *n � (uaktualniana) lizba wywoªa« funkji podaªkowej. Warto±i¡ proedury jest przybli»ona warto±¢ aªki funkji fna przedziale [a, b].double BaseQuad(double f(double), double a, double b, double eps,double *tol, double *fe, long *n){ #define N 18stati double x[N℄ = { // w�zªy kwadratury ...4.217415789534526634992e-03, 2.208802521430112240940e-02, 5.369876675122213039697e-02,9.814752051373844215879e-02, 1.541564784698233960626e-01, 2.201145844630262326961e-01,2.941244192685786769820e-01, 3.740568871542472452055e-01, 4.576124934791323493789e-01,5.423875065208676506211e-01, 6.259431128457527547945e-01, 7.058755807314213230180e-01,7.798854155369737673039e-01, 8.458435215301766039374e-01, 9.018524794862615578412e-01,9.463012332487778696030e-01, 9.779119747856988775906e-01, 9.957825842104654733650e-01 };stati double w[N℄ = { // wspóªzynniki kwadratury ...1.080800676324165515667e-02, 2.485727444748489822667e-02, 3.821286512744452826456e-02,5.047102205314358278141e-02, 6.127760335573923009226e-02, 7.032145733532532560237e-02,7.734233756313262246271e-02, 8.213824187291636149303e-02, 8.457119148157179592033e-02,8.457119148157179592033e-02, 8.213824187291636149303e-02, 7.734233756313262246271e-02,7.032145733532532560237e-02, 6.127760335573923009226e-02, 5.047102205314358278141e-02,3.821286512744452826456e-02, 2.485727444748489822667e-02, 1.080800676324165515667e-02 };double b_a = (double)(b-a);double mfx = 0.0; // ±rednia warto±¢ eps*|f(x)|double s = 0.0; // oblizana aªkadouble fx; // f(x)for (int i=0; i<N; i++) {fx = f((b_a)*x[i℄+a);mfx += fabs(fx);s += fx*w[i℄;}*n += N;mfx = eps*mfx/(double)N; // szaowanie wpªywu bª�dów zaokr¡gle«...if ( mfx > *tol ) { *tol = mfx; }*fe += b_a*mfx;return b_a*s;}Proedura 2 Rekurenyjna kwadratura adaptayjna. Argumenty: f � funkja podaªkowa; a, b � ko«e przedziaªu; w0 � po-przednia warto±¢ aªki; tol � toleranja bª�du kwadratury adaptayjnej; lev � poziom zagª�bienia rekurenyjnego;eps � epsilon maszynowy; *err � oszaowany bª¡d bezwzgl�dny oblizonego przybli»enia; *n � lizba wywoªa« funkji podaªko-wej. Warto±i¡ proedury jest przybli»ona warto±¢ aªki funkji f na przedziale [a, b].double adaptiveR(double f(double), double a, double b, double w0, double tol,int lev, double eps, double *err, long *n){ #define TolM 0.8125 // modyfikator toleranji bª�du#define ErM1 0.0375 // parametr szaowania bª�du (0.0 dla kw. Lobatto)#define ErM2 1.0000 // parametr szaowania bª�du (0.0 dla kw. Lobatto)#define MaxN 20000000 // maks. lizba wywoªa« funkji podaªkowej#define MivL 250.0 // MivL*eps = min. dªugo±¢ podprzedziaªu#define MaxL 40 // maks. lizba zagª�bie« rekurenyjnyh#define MinL 1 // min. lizba zagª�bie« rekurenyjnyhdouble e; // oszaowanie bª�du przybli»eniadouble fe = 0.0; // bª¡d zaokr¡gle«double m = (a+b)*0.5;double w1 = BaseQuad(f,a,m,eps,&tol,&fe,n);double w2 = BaseQuad(f,m,b,eps,&tol,&fe,n);e = fabs(w1+w2-w0);if ( lev >= MinL && ( e < tol || (b-a)<MivL*eps || lev >= MaxL || *n > MaxN ) ) {*err += e*(1.0+ErM1*(double)lev) + ErM2*eps*fabs((w2-w1)/(m-a)) + fe;return w1+w2;}else {
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Paweª Keller Prosta, efektywna kwadratura adaptayjna w j�zyku Ctol = TolM*tol;return adaptiveR(f,a,m,w1,tol,lev+1,eps,err,n) +adaptiveR(f,m,b,w2,tol,lev+1,eps,err,n);}}Proedura 3 Oblizanie warto±i epsilon maszynowego (preyzji danej arytmetyki).double eps_mah(){ double x = 0.125;double y = 1.0 + x;while ( y != 1.0 ) {x /= 2.0;y = 1.0 + x;}return x*2.0;}Proedura 4 Gªówna proedura aªkuj¡a. To jej nale»y u»ywa¢ w programah korzystaj¡yh z proponowanej metody.Argumenty: f � funkja podaªkowa; a, b � ko«e przedziaªu; tol � toleranja bª�du kwadratury adaptayjnej; *err � oszao-wany bª¡d bezwzgl�dny oblizonego przybli»enia; *n � lizba wywoªa« funkji podaªkowej. Warto±i¡ proedury jest przybli»onawarto±¢ aªki funkji f na przedziale [a, b].double aGL(double f(double), double a, double b, double tol,double *err, long *n){ double fe = 0.0; // zmienna nieu»ywana; potrzebna do wywoªania proedury BaseQuad*err = eps_mah();*n = 0;return adaptiveR(f,a,b,BaseQuad(f,a,b,*err,&tol,&fe,n),tol,1,*err,err,n);}6 Tabele G18 L18 RMS ALGLIB
f tol. bª¡d (osza.) zas bª¡d (osza.) zas bª¡d zas bª¡d zas
f1 10−10 1·10−16 (5·10−16) 18 1·10−16 (4·10−16) 18

10−14 1·10−16 (5·10−16) 18 1·10−16 (4·10−16) 18 1·10−16 24 1·10−16 35

f2 10−10 2·10−16 (6·10−14) 117 2·10−16 (7·10−13) 116

10−14 2·10−16 (8·10−15) 171 2·10−16 (2·10−15) 170 2·10−16 929 7·10−16 257

f3 10−10 9·10−11 (1·10−10) 17 9·10−11 (1·10−10) 17

10−14 9·10−11 (1·10−10) 17 9·10−11 (1·10−10) 17 8·10−11 286 8·10−11 165

f4 10−10 3·10−16 (1·10−10) 657 1·10−16 (1·10−15) 696

10−14 3·10−16 (8·10−15) 696 1·10−16 (1·10−15) 696 6·10−16 788 1·10−16 1430

f5 10−4 2·10−6 (3·10−5) 72 − (−) −

10−6 6·10−8 (3·10−7) 180 − (−) −

10−8 2·10−9 (8·10−9) 597 − (−) − 7·10−9 806

10−10 2·10−11 (2·10−10) 3950 − (−) −

10−12 2·10−13 (4·10−12) 25600 − (−) − 5·10−13 149000

10−14 3·10−15 (8·10−14) 162000 − (−) −

0 2·10−16 (8·10−15) 754000 − (−) −

f6 10−5 2·10−6 (8·10−6) 589 − (−) − 7·10−6 810

10−10 7·10−11 (6·10−10) 67200 − (−) − 5·10−10 145000

10−14 1·10−13 (8·10−12) 75800 − (−) −

f7 10−10 7·10−14 (4·10−11) 256 2·10−12 (1·10−11) 286 6·10−12 742 2·10−11 241

10−14 4·10−12 (2·10−11) 319 4·10−12 (5·10−12) 347

f8 10−10 8·10−8 (8·10−8) 818 − (−) − − −

10−14 8·10−8 (8·10−8) 882 − (−) − 9·10−13 180

f9 10−10 5·10−12 (8·10−11) 13700 1·10−12 (1·10−10) 13700 4·10−3 1160

10−14 5·10−12 (3·10−11) 14600 5·10−13 (9·10−12) 14700 5·10−13 15700

f10 10−10 4·10−7 (6·10−11) 2630 3·10−12 (3·10−11) 3300 1·10−4 540 4·10−7 3490

10−14 4·10−7 (1·10−14) 4110 8·10−16 (2·10−15) 5170Tabela 1: Porównanie dokªadno±i i efektywno±i (zas w mikrosekundah) adaptayjnyh algorytmów G18, L18, RMS i ALGLIB naprzykªadah aªek funkji f na odinku [−1, 1]. Znak �� � oznaza, »e algorytm nie potra�ª oblizy¢ danej aªki.The omparison of auray and e�ieny (time in miroseonds) of the adaptive algorithms G18, L18, RMS and ALGLIB in the ase of theintegrals of the funtion f over the interval [−1, 1]. The ��� sign means that the algorithm failed to ompute the given integral.
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Paweª Keller Prosta, efektywna kwadratura adaptayjna w j�zyku CG18 MATLAB
f tol. bª¡d (osza.) zas bª¡d (osza.) zas
f1 10−10 1·10−16 (5·10−16) 18 1·10−16 (3·10−17) 568

10−14 1·10−16 (5·10−16) 18 1·10−16 (3·10−17) 568

f3 10−10 9·10−11 (1·10−10) 17 1·10−10 (8·10−11) 1590

10−14 9·10−11 (1·10−10) 17 8·10−11 (2·10−11) 16900

f5 10−4 2·10−6 (3·10−5) 72 2·10−4 (8·10−5) 863

10−6 6·10−8 (3·10−7) 180 5·10−8 (4·10−7) 1650

10−8 2·10−9 (8·10−9) 597 1·10−10 (9·10−9) 3750

10−10 2·10−11 (2·10−10) 3950 9·10−13 (9·10−11) 16300

10−12 2·10−13 (4·10−12) 25600 4·10−15 (9·10−13) 280000

10−14 3·10−15 (8·10−14) 162000 2·10−15 (4·10−13) 716000

0 2·10−16 (8·10−15) 754000 2·10−15 (4·10−13) 716000

f8 10−10 8·10−8 (8·10−8) 818 1·10−12 (5·10−11) 1630

10−14 8·10−8 (8·10−8) 882 1·10−8 (1·10−8) 13500

f10 10−10 4·10−7 (6·10−11) 2630 4·10−7 (6·10−11) 3450

10−14 4·10−7 (1·10−14) 4110 4·10−7 (2·10−14) 4607Tabela 2: Porównanie dokªadno±i i efektywno±i (zas w mikrosekundah) algorytmów G18 i quadgk z systemu MatLab na przykªadahaªek funkji f na odinku [−1, 1].The omparison of auray and e�ieny (time in miroseonds) of the algorithm G18 and the MatLab quadgk algorithm in the ase of theintegrals of the funtion f over the interval [−1, 1].Literatura (Referenes)[1℄ G.Dahlquist i Å.Björk, Numerial Methods inSienti� Computing, Volume 1, Soiety for In-dustrial Mathematis, 2008.[2℄ P. J.Davis i P.Rabinowitz, Methods of Numeri-al Integration (2nd edition), Aademi Press,New York, 1984.[3℄ P. Favati, G. Lotti i F.Romani, Algorithm 691:Improving QUADPACK automati integrationroutines, ACM Trans. Math. Soft 17 (1991),218�232.[4℄ W.Gander i W.Gautshi, Adaptive Quadrature� Revisited, BIT 40 (2000), 84�101.[5℄ D.Kinaid i W.Cheney, Analiza numeryzna,WNT 2006.

[6℄ L. F. Shampine, Vetorized Adaptive Quadraturein Matlab, J. Comput. Appl. Math. 211 (2008),131�140.[7℄ L. F. Shampine, R.C.Allen, Jr. i S. Pruess, Fun-damentals of Numerial Computing, Wiley, NewYork, 1997.[8℄ http://alpha.uwb.edu.pl/amike/globalq.shtml[9℄ http://www.alglib.net/[10℄ http://www.odeogs.om/ode/maths/alulus/quadrature/adaptive.php[11℄ http://www.nag.om/
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